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Using　lnterval　Computation　with　the　Mahler　Measure
for　Zero　Determination　of　Algebraic　Numbers
　　　　　　　Hiroshi　SEKIGAWA＊
NTT　Communication　Science　Laboratories
（REcElvED　i　997／5／3e　REvlsED　i　997／9／10）
　　　　Abstract．　We　prepose　a　new　zero　determinatien　principle　for　an　algebraic　number
or　obtained　after　performing　ring　operations　amoRg　algebraic　numbers　cr　i，．．．，　an．　We
assume　that　ea£h　ai　is　represented　by　its　minimal　polynomial　over　（Q］　and　its　appreximate
value　as　an　interval　that　contains　only　ai　among　its　conjugates．　The　principle　of　zero
determination　is　as　follows：　by　the　estimate　of　the　Mahler　measure　for　a　and　by　the
interval　for　or，　we　can　correctly　determine　whether　a　is　zero　or　Bot　with　a　finite　precisien
va1難e　of　appr◎xi狙atめn．
　　　　We　propose　twe　practical　usages　of　the　principle．　ORe　method　computes　beth　in－
tervals　and　the　Mahler　measures　simultaneously．　The　other　method　utilizes　a　history　of
cemputation　to　compute　the　Mahler　measures　oRly　when　they　are　required．　IFhirthermore，
we　sharpen　iRequalities　on　the　Mahler　measure　after　ring　operations　among　algebraic　num一一
bers．
1。In右roduc重io訟
　　　Zeyo　determiRation　is　important　in　cornputational　algebra　and　computational　geometry．
Here，　we　ceRsider　zero　determinatiolt　of　algebraic　Rumbers，　especial｝y　algebraic　numbers
obtaiRed　after　performing　riRg　operations　among　given　algebraic　numbers．
　　　When　treating　aR　algebraic　number　a，　it　is　important　how　it　is　represented．　There　are
at　least　three　methods　of　representing　or．　The　following　are　the　representation　methods
and　the　associated　methods　for　zero　determika£ion．
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L［Represe漁もめ｝｝］　ln　terms・f　a　rati・nal　c・e鐙cienもP・1脚mia1！a｝rd　a丘xed　algebraic
　　難umberθ，　a雛d　represenもi丑9αas∫（θ）剛13］．
　　［Zero　determination］　RefiniRg　（if　Recessary）　the　iRterval　contaiging　6　［131．
2．　IRepresentation］　Using　P　（　Z［x］，　which　is　square－free　and　P（cy）　＝　O，　and　ak　interval
　　centainingαb“も難。もcon毛aikikgもhe◎もher　roo毛s　of　P｛41．
　　［Zere　deterin，iRatlon］　RefiRiRg　（if　necessary）　the　iRterval　containing　cu．
3．　［RepresentatioRl　（When　cM　is　real）　’1？hom’s　code：　using　P　G　Z［x］，　which　is　square－
　　free　and　P（cy）　＝　O，　aRd　the　sigRs　of　the　ith　derivatives　of　P　at　ctz，　for　i　＝　1，　．．．，
　　deg（P）　一　1　［81．
　　［Zero　deter　ninatioR］　UsiRg　a　generalized　Stgrm　algoerithm　for　several　inequalities　［8］．
Fer　polyRoraial　root　refinemeBt，　see　［5］　（for　real　root　refinemeRt，　see　［7］［6］）．　lf　we　use
either　the　secoRd　or　the　third　represeneatioR　method，　we　have　to　compute　a　polyRomial
that　has　the　resulLing　algebraic　Rumber　as　a　roet　after　every　ring　operation　among　algebraic
numbers．　The　computational　cest　of　sttch　a　polynomial　is　expensive　if　algebraic　numbers
have　high　degrees．　Therefore，　the　first　method　is　preferable　since　we　can　perform　riRg
operat1o捻s　simply。　h　geRera1ラhowever，　ids　also　expe簸sive　to簸漁d　s疑ch　a　pr三搬i宅ive　eleme塗も
as　0．
　　　In　this　article，　we　propose　a　principle　for　zero　determinatioR　of　algebraic　mumbers　that
highly　depends　oit　Rumeric　coi叩薦aもio鍛．　The　principle　uses　intervals　and　the　Mahler　mea－
sure　of　algebraic　Rumbers　instead　of　primitive　elements　or　integer　coeMcient　polynemials．
Johnson　proposed　a　method　using　interval　arithmetic　for　real　algebraic　Rumber　compu－
tatien　［10］，　however，　the　method　resorts　to　exact　arithmetic　whea　an　interval　contaiRs
zero．
　　　The　motiva£ien　of　our　research　is　as　follows．
　　　Ilt　computational　algebra，　it　is　dangerous　te　use　an　approximation　or　numerical　ap－
preach　naive1y．　“Reasonably　appreximate　results”　caBRot　be　obtained　if　we　simpgy　evaluate
aR　original　algorithm　on　appreximate　iRputs．　This　is　because，　even　if　a　sequeRce　coRverges
to　a　given　iRput，　the　sequence　of　the　outpu£s　for　£he　initial　sequence　does　not　necessarily
cokverge　to　the　tyue　eutput．　We　will　refer　to　algorithms　that　have　such　iRstability　as
uns励le吻。暢んms，
　　　Shirayaltagi　proposed　a　method　foer　stabilizing　Bgchberger’s　algorithm　［21］［22］．　The
method　“ses　interval　computation　with　“zero　rewritiBg，”　which　is　the　ru｝e　of　rewritiRg　aR
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ikterval　into　zero　if　zero　lies　withi｝｝　the　iikterval．　The　underlying　ideas　of　this　method　were
generaliz．ed　by　Shirayamagi　and　Sweedler　as　a　theoyy　ef　stabilizing　algebraic　algorithms　［23］．
　　　Their　approach　relates　to　the　coBvergei｝ce　of　the　fiRal　output；　at　any　step　where　zero
rewriting　is　performed，　irrespective　of　whether　the　rewriting　is　true，　the　method　paSses
it　through　toward　the　output．　The　output　converges　to　the　true　output　as　the　precision
increases，　and　at　a　finite　perecisien　valtte，　a　reasonable　output　is　arrived　at．　Along　this　line，
stopping　at　some　step　aRd　asking　whether　a　rewritten　interval　i＄　truly　zero　has　been　the
motivatien．
　　　In　Sections　2　and　4，　we　explaiR　the　principle　ef　zero　determiRatioR　and　its　practical
usages．　The　key　iRequalities　on　the　Mahler　measure　are　refined　in　Section　3．　Seme　examples
are　shown　iR　Secti6n　5．　Rnally，　we　summarize　our　results　aBd　describe　a　future　direction．
2。Pri遡，cip丑e
　　　If　the　true　value　of　aR　algebraic　number　a　that　is　obtained　after　ring　operations　among
given　algebraic　rmmbers　is　not　zero，　we　can　accurately　determine　that　cy　is　not　zero　solely
by　iRterval　computatien　with　a　suflicieRtly　high　precisioR．　lf　the　true　va｝ue　of　cy　is　zero，
we　cannot　determiRe　that　a　is　zero　by　interval　computatioR　with　any　high　precision　of　pa
because　the　resvilting　interval　lp　will　not　be　a　single　point　zero．　However，　the　width　of
Jpa　approaches　O　as　the　precision　pa　increases．　AssumiRg　that　we　caR　compute　a　quantity
or　〉　O　such　that　“if　c￥　yG　O，　then　l　or　l　）　or，”　then，　we　can　determiRe　whether　ct　is　zero　by
comparing　the　illterval　k　with　the　above　or．　This　is　the　basis　of　our　theory．　We　use　the
Mahler　measure　of　cy　to　compute　or．
　　　The　definitioit　of　the　Mahler　measure　is　as　follows　［14］：
Definition　1
For　a　po！ynon2iai　P（x）　＝　Zsi・．．e　aixi　＝　ad　fig・．．，（x　一　ai）　E　（Cix］　（ad　＃　O），　the　Mahler
measure　M（P）　of　P　is　defined　by　the　formula
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（P）一剛αm・x｛・，iα・1｝・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　：1
For　an　algebraic　number　or，　the　Mahler　measure　M（cy）　of　dv　is　defined　by　the　formula
M（α）一M（P），曲ere・P・isむhe　p舳i伽e　mf丑fma1　P・加・m」a1・fα・veτZ．
The　Mahler　measure　has　the　following　properties，　which　are　the　keys　for　zero　determinatieR．
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Propos量もion　21
Let　dv　and　5　be　algebraic　numbers　of　degrees　d　aRd　e，　respectively．
1．　ff　M（cv）　S　N　aRd　cy　4　O，　then　1／N　Scul　S　N．
　2．M（ct±5）s2deM（cy）eM（6）d，　M（cys）sM（a）eM（6）d．
P7り6ザ　See［31　fbr　instance．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　麗
　　　For　zero　determination，　we　caR　use　norms　of　a　polynemial，　for　example，
　　　　　　　　1［pl・一書1α一1・一（書の1／2・剛・・一面｛lai　1｝，
fora　polynomial　P（x）　＝　£g．．，，e　aixi．　Among　these　nerms，　the　ineqt｝alities　llPUoo　SIPi12　S
IIP“i　hold，　and　the　followiRg　IJandau’s　inequality　holds　i12］．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（P）SIIPII2　（1）
If　we　use　the　nerm　l　l・U．．　iRstead　of　the　Mah｝er　measure，　then，　for　two　algebraic　mambers　cv
and　6，　an　upper　bogkd　for　IlcM　＊611．．　（＊　G　｛＋，一，×｝）　as　an　expression　in　U　cy　U　oo　and　ll／Biloo
becomes　more　complicated．　Moreover，　these　upper　beunds　grew　iR　size　more　rapidly　after
iteratively　performing　ying　operations　amoRg　algebraic　numbers．
　　　To　formulate　the　priRciple　we　Reed　to　define　the　approximate　iRterval　sequences．　Forthe
cemplex　case，　rec£aRgular　intervals　er　circular　interva｝s　cak　be　used　（see　［1］，　for　example）．
Definiも量on　3
L・むαb・an・alg・b・af・n励・・a副・t｛ち｝。∈N　b・a・・亡・f　b・und・d・1・・e曲む・翻・・We
say　that｛ち｝。，N　i・an・aPP・・ximat・漁曲eq・ence　f・r…融a臨加む・・val・1・　has・a
precision　of　p　if　c￥　e　lpa　for　any　ps，　lpt　）　1．　for　pa　〈　y，　and　lpa　一　｛c￥｝　as　pa　一　cx）．
Example　1
Le妬be　a鍛加terVal　WhOSe　endpOintS　are　flOating－pO加t・nUmberS・tO曲iCh　a　real　algebraiC
number　a　is　rounded　toward　＋oo　and　一〇〇　wfth　precisioR　pa．　Then，　｛lpt｝pa　is　an　approximate
intervai　sequence　for　cy．
We　formulate　the　principle　in　terms　of　the　fo｝lowing　theorem．
［g］heorem　4
Let　cyi，．．．，　an　be　aigebraic　numbers　and　let　ctz　be　the　aigebraic　number　obtained　after
ring　ope．rations　among　cyi　’s　with　a　spectaed　order．　Let　｛li，pa｝pa　be　an　approximate　interval
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sequence　for　dvi，　and　let　lpt　be　the　resulting　interval　for　cy　obtained　by　interval　arithmetic
among　4，pa　’s　with　the　specified　order　of　operations．　Let　N　be　a　real　number　such　that
M（cy）　S　N．
1．　ff　there　is　an　integer　pa　such　that　O　¢　’lpa，　then　or　＃　O．　furthermore，　if　a　is　real，　we　can
　　　　de右ermf鍛e　e勲erα＞Oorα〈0・from　the加むeハa1布．　Conx・’erse！y，　if　cM≠0，右henむhere
　　　is　a　finite　precision　pe　s　uch　that　O　¢　Jpt　holds　for　any　precision　ps　）　pae．
　2．1fむhere　fs　an　f澱むegαμsuch右ha古0∈布and　max｛ic目。∈lpa｝＜1／N，右henα＝0。
　　　　Conversely，　if　dv　＝＝　O，　then　O　G　lpa　holds　for　any　precision　pa．　Moreover，　there　is　a　finite
　　　precisioB　pao　such　that　max｛ici　l　c　G　lpa｝　〈　1／N　holds　for　any　precision　pa　2　pao．
Proof　Part　（1）　follows　the　defiRitions　of　interval　arithmetic　and　approximate　interval
sequences．
　　　To　prove　part　（2），　first　suppose　that　O　G　lpa　and　max｛lcl　l　c　e　lpa｝　〈　1／IV．　Since　we　have
a　G　la　and　M（cy）　S　N，　by　applying　PropositioR　2　（1），　cM　must　be　O．　The　converse　statement
is　clear　from　the　definitioAs　of　interval　arithmetic　and　approximate　interval　sequences．　ge
3．　gmprcovewaewts　of　imeqsuali¢fies
　　　In　this　section，　we　wi｝1　describe　some　improvemeRts　in　the　inequalities　from　Prbposi一
むion　2．
　　　First，　we　wi｝1　consider　the　cases　Rot　using　values　of　algebraic　numbers．
Definition　5
For　a　po！ynon］ial　P（x）　＝　Z）g・．．o　aixi　＝　ad”g・．．　i（x　一　cyi）　G　（C［x］　（ad　S　O），　the　meas　ures
鵬（P）（i＝0，0・fParede勧ed坊噛e勧mぬe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mo（P）＝ladl，　Mi（P）＝＝IE　fil　max｛i，ldvil｝・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞瓢1
For　an　algebraic　number　c￥，　the　measures　Mi（cy）　（i　＝　O，　i）　ofa　are　defined　by　the　formulae
鵬（α）一璃（P），曲・・ePi・右h・p・」mf伽・m加fma1　P・加・mfa1・fα・v・・Z・
The　measures　Mi’s　have　the　following　properties：
Proposit圭。鍛6
Let　c￥　and　P　be　aigebraic　n　umbers　of　degrees　d　and　e，　respective！y．
　　エ．妬（αβ）≦鵬（α）e畝（β）d　　　（¢瓢0，1），　　　五4b（α士β）≦Mo（α）e！レ1b（β）d，
88 Proceedings　of　the　Risa　Consortium　1997
　2．　Let　f　be　the　degree　of　cy　±　6．　TheR，　Mi（＆　±　rs）　S　C，　where　C　is　the　product　of　the　f
　　　largest，numbers　among　the　following　ae　numbers：
　　　　　Mi（ctz）　＋　Mi（6），Mi（cy）　＋　1，．．．，Mi（cz）　＋　1，Mi（6）　＋　1，．．．，Mi（6）　＋　1，　2，．．．，2　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti一一v一一一一U　ti一一v一一一／　V　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－1　d－1　（d－1）（e－1）
Proof．　See　Appendix　A．　・　ge
Exampie　2
Leげbe冶he　degree◎f伽algebrafC丑Umber　Oわtained　after　a　ring　OperatiOR　amORg　twO
algebraiC　nUmberS　Of　degreeS　d　and　e，　reSpeCtively．血genαa1，ノ：　de，　hOwever，加SOme
case　f　〈　de．　For　example，　Iet　xi　and　yi　（i　＝：　1，　2，　3）　be　real　algebraic　n　umbers　of　degrees
di　and　ei，　respective！y．　Consider　the　following　determainant：
　　　　　　　　　　　　　2）2　－Xl　　　Y2　　2／1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：　（x2　一　xl）（y3　一　yl）　一　（x3　一　uD　（y2　一　yD　（2）
　　　　　　　　　　　　　2）3　　コじ1　　　！ノ3　－3！1
1’ut　or　＝　（x2　一　x　i）（y3　一　y　D　and　6　＝　（x3　一　x　i）（y2　一yD．　Then，　the　degrees　of　or　and　6
are　at　most　did2　e　i　e3　and　at　most　did3　e　i　e2，　respective！y．　The　degree　of　c￥　一　6　is　at　most
did2d3eie2e3，　which　is　not　greater　than　did2eie3・did3eie2　＝　d？d2d3e？e2e3．
　　　Let　Pi　＝　（xi，yi），　where　xi　and　yi　are　as　described　above，　be　three　points　in　IR2．　Then，
the　sign　of　the　above　determinant　is　plus，　minus　or　zero，　depending　on　whether　Pi　is　to
the　lefr　of，　to　the　right　of　or　on　the　directed　line　P2　to　P3．
For　alt　algebraic　integer　a，　we　have　M（ct）　＝　Mi（a）．　Thus　we　can　obtaiB　the　next　corollary．
Corollary　7
Le右αa丑dβわe　alge乏）rajc加むegers　of　degrees　d　aRd　e，　reSI）ecむfve取TheR，
　　　　　　　　M（a　±　6）　nt〈　2（dmi）（e－i）（M（cy）　＋　M（6））（M（cy）　＋　1）e－i（M（s）　＋　i）d－i．
Remark　1
The　a　bove　ineq　uality　is　a　refinemeRt　of　the　standard　ineq　uality　in　PropositioR　2．　That　is，
the　following　inequality　holds：
　　　　　　2（d－i）（e－i）（M（a）　＋　M（fi））（M（cy）　＋　1）e－i（M（6）　＋　1）d－i　s　2deM（c￥）eM（6）d
The　eq　uality　holds　if　and　on！y　if　M（or）　＝　M（5）　＝　i．　Note　that　for　a　nonzero　algebraic
fnむeger〆γ，　KrOi～ecker　proved　tha右．M　6’）＝1holds　ff　a：【≧d　on・与7　ff’γfs　a　roo右ofα11竣）！Il　1ノ．
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　　　If　we　know　values　of　algebraic　numbers，　we　caR　sharpen　the　inequalities　in　Proposi－
tions　6．
Proposition　8
Le亡αandβbe　a19ebrafc鷺umわers　of　degrees　d　and　e，　respective！y．　Ilb　s加plf取any即res－
sions，　we　suppose　that　d　S　e　and　we　thus　write
一｛・，1α1｝，一｛1，同｝一一m畿i｝，B－m藷llll｝・
　　Z・　Mi（a6）　S　max｛1，aMi（5）｝・max｛1，bMi（cy）｝・Mi（a）e－iMi（5）d－i．
　2．　Mi（cy　±　P）　S　C・max｛1，icy　±　61｝，　where　C　is　defined　as　described　below：
　　　　＠　When　d＝e　＝＝　1，　then　C　＝＝　1．
　　　　・既en旗1副・＞1，　then　C　・・（iα1＋B）（1α1＋1）max｛o・ノー2｝．
　　　　ee　When　d　〉　i　and　e　〉　1，　then　C　is　eq　ual　to　the　product　of　the　f　一　Hargest　numbers
　　　　　　among　the　f（）llowing　de－1numbers，曲ere∫fs右he　degree　ofα土β．
　　　　　　　　　　　　　　　　A＋B，A＋161，B＋lctl，A＋1，．．．，A＋1，B＋1，．．．，B＋1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ノーノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－2　d－2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　icvl　＋　1，．．．，lcyl　＋　1，　1，81　＋　1，．．．，1，（Sll　＋　1．，　2，．．．，2　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一ノ　｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－2　d－2　（d－2）（e－2）
Proof．　See　AppeRdix　B．　ge
4．　Methods
　　　In　this　section，　we　discuss　practical　usages　of　the　principle．　For　each　input　algebraic
number　a，　we　assume　that　we　knew　a　polyRomial　P　E　Z［x］　that　has　ctz　as　a　root　and　we
knew　an　interva｝　that　coRtains　oAly　a　among　the　roots　of　P．　lt　is　not　necessary　that　P　is
minimal，　however，　it　is　desirable　since　sma｝1　upper　bottnds　of　the　Mahler　measures　can　be
established．
　　　First，　we　describe　how　to　compute　the　Mahler　measures　fer　given　algebraic　lt“mbers．
For　specia｝　types　of　algebraic　mambers，　we　kkew　the　exact　values　of　the　Mahler　measures．
For　example，　｝et　a　＝　m／n　be　a　rationa｝　gumber　represented　iR　aR　irreducible　fraction　and
let　cu　be　a　pth　（p　）　1）　root　of　a．　lf　the　degree　of　or　is　exactly　p，　then　we　have
　　　　　　　　M（α）…x｛1小｝，M・（α）嘱M・（α）一max｛・愕｝・
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In　ge鍛era1ラも。　compute縫pper　bo睦簸ds　ofもhe　Mal｝ler　measure，　we　may鷺se　Landa雛，s　1n－
equality　（Section　2．　（1））　or　its　refinemeRts　［15］［3］［16］，　wi£hout　computing　the　roots　of　a
polynomial．
　　　Next，　we　explain　coliaboratioR　between　interval　compntation　and　the　Mahler　measure
computatioft．　Whe鷺we伽d　an　inもerva1　centai蜘g　zero，　we　Reed　to　cempuもe　the　Mahler
measure　correspondiRg　to　it．　We　have　proposed　two　methods　to　collaborate　betweeR　them．
4。1。1魏erva丑s　wi癒もhe　Mah畳er　Mea躍e
　　　The　first　method　computes　both　intervals　and　the　Mah｝er　measures　simultaneously．　We
have　previous｝y　propesed　this　method　［19］［20］．
　　　Let　cyi，．．．，　orn　be　given　algebraic　gumbers　and　let　cy　be　an　algebraic　kumber　obtaiRed
after　performing　ring　operations　amoRg　cui’s．　We　fix　the　ordeth　of　rillg　operations．　Fer　each
cyi，　consider　a　triplet　（li，pa，di，Ai），　where　｛Zi，pa｝pa　is　an　approximate　iRterval　sequeRce　for
α乞燐is　the　degree・fα乞a鍛dん≧M（αの．　We　ca11　the　tripleも（1毫，μ，di，ん）an　inもerval　with
the　Mahler　measure　fer　ai．　The　arithmetic　betweelt　them　is　defined　as　follews：
（1乞，μ，（ち，Ai）・（ち，μ，4ゴ，Aゴ）＝（ム，μ・ち，μ，eβ）， ＊E｛十，．×｝，
where　li，pa　＊　」3・，pa　follows　the　tradieional　interval　arithmetic，　e　is　an　upper　bouRd　of　the
degree　of　dvi　＊　a］一，　aRd　B　）　M（ai　＊　a2・）．　Then，　by　performing　the　arithmetic　amoRg　these
tripleもsラwe　ca漁obtai琵the　i難terval　conもainingαarし（墨aR　upPeごbo銭nd　of　M（α）．　If　we　use
the　improved　inequalities　in　Section　3，　we　use　the　pair　（Ao，i，Ai，i）　iAstead　of　Ai，　where
Ak，i≧鱗（ai）・
　　　Assume　that　we　have　a　program，　e．g．，　a　program　for　constructing　coRvex　hu｝ls，　usiRg
exact　rational　arithmetic．　Then，　we　caR　construct　a　itew　pregram　with　the　above　prograrn
翫Sthe　main　ro蔑もi難e　as負）llOWS：
1．　We　write　a　module　that　controls　the　precision　of　the　interval　cemputations．
2．　We　rewrite　each　operation　amoitg　rational　numbers　into　the　corresponding　operatioR
　　among　intervals　with　the　Mah｝er　measure．
3．　We　prepare　alt　additional　return　value　UArDECIPED　other　than　usual　TR　UE　and
　　崩五5捌br　the　predicaもes．　We　rewriもe　each　predicate　of　zero　determi益atioR　a忌制10ws：
　　If　an　algebraic　nttmber　cannet　be　determiBed　whether　it　is　zero，　thelt　UNDECIDED
　　is　returned．
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If　UNDECIDED　is　retumed　then　the　conero｝　modRle　raises　the　precisioR　aRd　mitiates　the
main　routine　to　compute　again　for　the　same　iltput．　The　new　program　wi｝1　stop　iR　a　finite
Rumber　of　steps　as　described　iR　CI？heorem　4．
4．2．　Lazy　Method
　　　We　can　easily　make　a　package　of　intervals　with　the　Mahler　measure．　Moreover，　it　is
easy　to　apply　the　package　to　real　programs　because　we　can　use　it　without　changing　the
main　strvicture　of　origina｝　programs．　However，　there　are　some　disadvaRtages．　That　is，
needless　cemputations，　for　example，　computations　of　the　Mahler　measure　for　an　algebraic
ni2mber　that　can　be　determiRed　as　Ronzero　by　intervals　alone，　are　carried　out．
　　　Therefore，　a　method　that　delays　computatioRs　unti｝　they　are　really　needed　is　desirable．
Such　a　method　would　resemble　the　so－called　lazy　ratioRal　arithmetic　library　（see　［2］，　for
iRstance）．　We　have　to　store　the　corr｝putation　history　so　that　fer　an　algebraic　number　that
cannot　be　determiRed　as　being　zero　er　not　by　iRtervals　aloRe，　only　those　computations
concemed　with　the　Rumber　have　to　be　reiterated．　For　this　purpose，　we　can　use　an　extensien
of　intervals．　Each　iRterva｝　consists　of　a　traditional　interval　altd　a　symbolic　definition．　A
symbelic　defiRition　is　either　aR　input　algebraic　nuinber　or　an　Rnevaluated　expression　that
represeRts　a　ring　operatioR　of　two　other　symbolic　definitioRs．　We　can　also　create　a　package
of　the　lazy　method　altd　app｝y　it　to　real　programs　without　changing　the　main　structure　of
the　origiRal　programs．
　　　However，　it　sheuld　be　noted　that　in　geReral，　the　memory　required　to　store　such　a
computation　history　is　extremely　large．　We　can　reduce　the　requirements　of　some　pregrams
by　removing　any　part　of　computatioR　history　that　becomes　ebso｝ete．　However，　in　such　a
case，　the　method　is　strongly　dependent　on　each　program　aRd　as　a　result　either　the　structure
of　the　original　program　or　the　package　Reeds　to　be　modified　accordingly．
5．　ExampRes
　　　We　carried　out　experiments　in　the　Risa／Asir　system　［17］　oR　alt　HP9000／735　computer．
For　the　experiments，　in　Risa／Asir　we　implemented　big　floating－point　RuR　Lbers　with　base
10　and　rounding　toward　十〇〇　aRd　一〇c　using　big　integers，　aRd　aR　arbitrary－precision　inter－
val　arithmetic　package　using　big　fioating－points．　ln　the　followiRg　examples，　we　take　the
approximate　iRterval　sequence　for　each　real　a｝gebraic　Rumber　as　described　in　Example　1．
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II］able　1．　IRtervals　aBd　estimates　for　the　Mahler　measure　iB　Examp｝e　3．
algebraic
?浮高b??
i就erva1
precis圭◎n　of　10 precision◎f　l　l
　　縫pper　b◎媛nd　of
狽?ｅ　Mahler　measure
α壮
ｿ励
??
［1．414213562，　1．414213563］
［1．732050807，　1．732e508e8］
［2．449489742，　2．449489743］
［2．449489741，　2．449489745］
［一e．2　×　lem8，e．3　×　le－8］
Il．4142135623，　1．4142135624］
［1．7320508075，　1．73205080761
［2．4494897427，　2．4494897428］
［2．4494897425，　2．4494897429］
　［一〇．3　×　lo－9，e．2　×　lo－9］
?????? ???
5ユ．ASi鵬P豆e　Examp且e
　　　We　presene　a　simple　example　i｝｝ustratiRg　how　the　princip｝e　is　used　for　zero　determina一
もio難．
Example　3
Let　a　i　＝＝　lt，　or2　＝　Vii　and　cy3　＝　vi6．　Let　6　＝　cy　i・cy2　and　or　＝　5一　a3．　Determine　whether
ツfs　equa1む。　zeτo　or　noむ．
The　intervals　and　the　estimates　for　the　algebraic　numbers　are　described　iR　Tab｝e　1．　First，
we　set　the　precision　to　10．　Since　the　interval　for　7　contaiRs　O，　to　apply　［rheorem　4，　we
estimate　M（ty）　using　the　origiRal　inequalities．　At　a　precision　of　10，　hewever，　we　caRnot
determine　ry　as　zero　because
　　　　　　　　　　　　　　　　　　o．3　×　lo－8　〉　一．一一一．一一一　＝＝　o．232s．．．　×　lo－8．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　429981696
Next，　we　set　the　precision　to　11．　At　this　precisiolt　we　can　determine　or　as　zero　because
　　　　　　　　　　　　　　　　　　o．3　×　10r9　〈　一．　一一一．一一一　＝　o．232s．．．　×　lo－8．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　429981696
1n　this　example，　M（7）　is　eqgal　to　M（P），　where　P　＝＝　x4（x2　一　24）2．　We　will　shew　in　Table　2
how　the　improvements　in　the　inequali£ies　can　result　in　estimates　fer　M（or）．　To　compute
upper　bo疑簸ds　f（）r　M（のusing　the　iRequa｝ities　i貧Proposiもio灘8，　we疑se且oaも沁g－poiRts　with
a　precision　of　10　and　rouRding　toward　十（×）．　The　fiRal　result　E　is　rottllded　£o　the　integer
closest　to　and　no　｝ess　than　E．
5．2．Applicatio簸to　Graha醗，s　Algo憎憎：醗
　　　We　applied　the　priRcip｝e　to　construct　coRvex　hulls．　Hereafter，　we　assume　that　S　is　a
finite　set　of　points　iR　R2　so　that　the　ceRvex　hul｝　of　S　is　a　coRvex　polygon．　Therefore，　as
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Table　2．　lmprevements　in　inequalities．
inequality
　　original
Proposition　6
PropositioR　8
exact　value
estimate　for　M（or）
429981696
　　4264176
　　　203926
576
the　coRvex　hull　for　a　given　set　S　of　points，　we　give　an　ordered　list　of　vertices　of　the　coRvex
hull．　AmoRg　several　well－known　algorithms　for　constructing　two－dimensioRal　convex　hulls
（see　［18］　for　instance），　we　chese　Graham’s　algorithm　iR　the　experiments．　A　basic　routine
in　Graham’s　algorithm　is　te　determiBe　the　geometric　relaeion　of　three　points　as　described
in　Example　2．
Example　4
S・is・a・＄et・fエ000　P・血ts．　Eac如・int・has・c…dina右es・f　the・f・・m（fi，〉〆ア），　where・X・and
Y　are　random！y　generated　integers　satisfying　the　foilowing　conditions：
　　　　　　　　　　　OSX一くiOO，　OSY一く100，　X十Y一く100，　Y一く3X．
The　input　points　and　the　convex　hiill　（a　pelygon　with　21　vertices）　are　described　in　Figure　1．
　　　To　compute　the　de£erminaRt　described　in　Example　2，　we　used　the　erder　ef　operatioRs
as　described　in　the　right　side　of　the　equation　（2）　in　Example　2．　We　coltducted　experiments
en　the　following　three　metheds：
　　1．　lnterval　arithmetic　with　the　Mahler　measure　using　the　origiRal　iRequalities　（Proposi一
　　　　もion　2）．
　2．　lnterval　arithmetic　with　the　Mahler　measure　using　th，　e　improved　iRequalities　（Propo－
　　　　sition　8）．
　　3．　Lazy　method．
IR　all　three　of　the　metheds，　for　computing　the　values　of　algebraic　numbers，．initially　we
＄et　the　precisioA　to　le．　ln　Methods　1　axd　2，　we　iteratively　doubled　the　precision　until　the
convex　hull　was　obtained．　ln　Method　3，　we　iteratively　doubled　the　precisioR　until　the　sign
of　each　number　was　determined　aRd　after　that，　we　reset　the　precision　to　IO．　To　estimate
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Fig．　1．　IRpnt　poiRts　and　the　convex　hull　for　Example　4．
Table　3．　ComputatioR　times　and　maximal　precisioRs．
Method　1Method　2Method　3
maxima｝　precision2560 1280 1280
CPU　time　（sec．）
GC　time　（sec．）
3．17　×　104　1　2．71　×　lo4
6．37　×　le3　1　6．ge　×　lo3
304
157
the　Mahler　measure，　we　used　big　igtegers　in　Method　1　aRd　fioating－points　with　a　precision
of　le　in　Metheds　2　and　3．
　　　When　deter　r｝ining　geometric　relations　among　the　three　points　described　in　Example　2，
there　can　be　the　decrease　ef　the　degrees　of　the　intermediate　expressions　ef　algebraic　Rum－
bers．　ln　Methed　3，　we　took　this　decrease　into　account，　while　we　did　not　in　Methods　1
aRd　2．
　　　The　maximal　precisieRs　in　the　computatiolts，　CPU　times，　and　garbage　collection　（GC）
times　are　described　in　Table　3．　Comparing　Method　1　wkh　Method　2，　the　maxima｝　preclsion
and　computation　time　decreased　wheR　using　Method　2　due　to　the　improvements　achieved
in　inequalities．　The　computation　time　could　be　decreased　drastically　when　using　Method　3．
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The　lazy　method　is　efficient　if　that　part　of　the　computation　history　that　has　become　obsolete
can　be　reinoved　efficiently．　ln　this　example，　we　assigned　indices　to　iBput　algebraic　numbers
and　changed　the　arguments　fi・om　ltumbers　to　these　indices　in　each　subroutiRe　containing　a
sign　deterrr｝inatioB　so　that　we　achieved　eff｝ciency．　If　we　used　a　package　of　the　lazy　method，
the　memory　requirements　wo｛ild　become　extreme｝y　large．
　　　The　Rumber　of　cases　where　the　principle　actua｝ly　coRtributed　to　zero　determikation　was
nonzero；　in　Method　3，　the　Rumber　was　389，　which　was　the　same　as　those　atthe　maximal
precision　in　Methods　1　altd　2　（at　2560　for　Method　1　and　at　1280　for　Method　2）．
6．　Copmcgusi（）］gg
　　　We　have　proposed　a　principle　uising　interval　computatlon　and　the　Mahler　measure　for
zero　determination　of　an　a｝gebraic　number　a　obtained　after　riBg　operations　among　algebraic
Rumbers．　If　dv　is　not　zero，　we　caR　determine　correctly　that　it　is　not　zero　by　using　interval
cemputation．　Otherwise，　we　caR　determike　correctly　that　or　is　zero　by　using　both　the
Mahler　measure　and　interval　computation．　We　have　also　proposed　two　methods　usiRg　this
principle．
　　　One　future　directioR　of　uresearch　is　to　estimate　the　precision　needed　to　determine　zero
correctly　before　computation．　｝1［iyoshi’s　werk　［9］　is　the　first　attempt　iR　this　direction．
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A．　Preof　of　Proposi¢ion　6
　　　We　prove　on｝y　part　（2）　since　proofs　for　part　（1）　are　similar　to　those　for　the　Mahler
measure．　lt　is　enough　to　show　the　case　ef　additioR．　Let　cyi　＝＝　cy，　ct2，　．．．，　cMd　and　6i　＝　6，
β2，．．．，βebe　all　the　conj12gates　ofαandβover（Q～．　Let　3　be　the　set　of　pairs（i，のsuch
that　the　set　｛cyi　＋　6M　（i，」’）　G　S｝　is　equal　to　the　set　of　the　all　conjvigates　of　cy　＋　6　over　＠．
ClrheR，
　　　　　　Mi（cM＋rs）一一　［K］1　ma　x｛i，lcui＋rs3・1｝S　Ilfill　（max｛i，ldvi　l｝＋max｛i，lrso・i｝），
　　　　　　　　　　　　　　　　　（i，ゴ）∈5　　　　　　　　　　　　　　　　（i，ゴ）∈5
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and　since＃5「＝∫ラparも（2）fbllows　the　fol｝owing　｝emma．　　　　　　　　　　　　　　　　騒
Lemma　g
Le右3わe　a　seむ・f　s　pairs（i，」）　（1　Si　S　m，　1　一く　2’　S　n）　and　let　F（xi，…，xm，yi，…，yn）be
rl（、，ゴ）。S（X・　＋・Y」）・F・・践，　B≧1・th・血n・ti・n　Fゐa・th・m翻m・澱・n　th・d・ma加
D一
o（X・・…一…，Yn）∈R…一≧1・同一癌ゴーB｝・
The　n2aximUm　iS　nOt　9reater　than　the　prOduCt　of　the　s　largest　numbers　among右he　fellowing
mn　j！2umber8：
　　　　　　　　　　　　　　ノ4十・Bラ．A十1，＿。，ノ4十1，1一トB，．＿ラ1十B，　2，＿．，2　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼一＿ノ＼職一一一寵〉一ノ　』｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1　　　　、　m－1　　　（m－1）（n－1）
Pro（’f，　Si簸ce　the　domain　D　is　compacも，　the　contiAuous　functiok　F　takes　the　maximum　on　D。
笠bestimateもhe　maximum，　frst　we　consider　the　case　where　m　＝1．　Let（ai，bi，・一・，bn）∈D
be　a　poiRt　where　Fもakes　the　maximurn．　We　wil｝pfove　that　allう！s　excepもone　are　equal
to　l．　Assume　that癒ere　are　two　distiRct鷺umbers　p　a貧d　q　such　thaむ（1，p），（1，g）∈3an（i
うp，δg＞1．Then，塩e　poi簸t（ai，b’i，．．．，bA），　where　b会＝bpbq，わG　：1and　bS．＝δゴifゴ≠p，　g，
belongs　to　D．　However，　the　fbllowing　ineq㈱hty　showsもhe　contradiction．
　　　　　　恥，bl，…，ba）一F（α・，6・，…，bn）一α・（うグ・）（b，　一・）聾（α・＋6ゴ）＞o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（協亀5
Nexもラwe　consider　the　general　cases．：Leも2V（のbe＃｛（i，ゴ）∈3｝。　For　simplicity，　we　may
assume　that｛司N（i）＞0｝＝｛1，＿，p｝a難d　N（1）≧N（2）≧…≧N（p）。］翫om癒e　case
m＝1，
　　　　　　　　　　　　　　H（xi　十　yj）　S　（xk　十　B）（xk　十1）N（帆　k－1，…，P，
　　　　　　　　　　　　（鷲s
hold　onもhe　domain　D．　Therefbre，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　ア
恥，…，Xm，Y・，…，Y．）≦H（Xi＋B）（x・＋1）Nω｝1－Hド（鍬B）・H（・・…）N（’）皿1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　i・＝1
FrOm　Similar　argUmentS　for　when　m　＝　1，　we　Obもain
　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　H（x・　＋B）・H（x・＋1）Nω一’≦僻B）（・＋B）P一1・（舟1）N（1）一1・29’
　　　　　　　i＝・1　　　　　　　　i＝1
whe・e　c一Σ雲一2（N（i）一1）．　The　staも・menむ劔1・wsもh・・quality　l＋（P－1）＋（N（1）一1）＋c－3，
aRd　the　three　inequalities　p－1≦m－1，　N（1）一1≦n－1a漁d　c≦（m－1）（n－1）．　　　騒
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B。Proof　of　Prop⑪sitiOR　8
　　Letα1＝α，α2，＿．，αd　andβ1　：β，β2，，．．，βe　be　allもhe　CO鍛jUgateS　OfαandβOver
（Q．
　　：First，　we　will　prove　the　case　of　multiplication．　When　l　cy［，同≧1，a　proof　is　not　required．
Tb　prove　the　other　cases，癒st．　we　wiil　show　that　the　followiRg　iRequality　holds　when　lα1〈1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11max｛1，［αβブi｝≦max｛1，1α」・M1（β）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝・1
1f　lαβゴ1≦1holds　fbr　anyゴthenもhe　stateme就is　clear．　Otherwise，　there　is　a　number　k
such　that　iβ娼＞iαβん1＞1．　Therefbre，
　　　　ど　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　II　max｛1，1αβゴ1｝＝1αiBk　i　II　max｛1，1αβゴ1｝≦1αl　r亙max｛1，1，Bj　i｝rr　lαlM1（β）・
　　　ゴ篇1　　　　　　　　　　1≦ゴ≦e　　　　　　　　　ゴ・1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≠鳶
Supposeもhat　lcvI＜1and　lβ1≧1（the　case　wheτe　lafl≧1and　lβ1〈1is　similar）．　Then，
　　　　　　　　　e　　　　　　　　　　　　　　d　　e
ハ41（αβ）≦II　max｛1，iα1βプ1｝・rl　rl　max｛1，1α乞βプ1｝≦max｛1，αM王（β）｝・Ml（α）eM1（β）d－1・
　　　　　　　　ゴ篇1　　　　　　　　　　　　　　　　乞篇2ゴ＝＝1
When｝αi＜1　and　1β1＜1，　by　a　similar　argument　toもhe　above　case，　we　have
　　　　　　　　　M’1（αβ）≦max｛1，αM1（β）｝・max｛1，わM1（α）｝㌦M1（α）e一1　Ml（β）d－1．
Next，　we　will　prove　the　case　of　addiもion（the　case　of　subtraction　is　similar）．　When　d＝e竺1，
もhe　stateme翻s　clear．　Whe醐＝1and　e＞1，　the　statemeRt鋤ows　Lemma　9．
　　　For　the　case　dラe≧2，　leもSbe　the　set　of　pairs（z，　］）suchもhat　the　set｛α乞十βゴ1（乞，ブ）∈3｝
is　eq疑al　t・もhe　set・f　the　all　c・ゆga宅es・fα＋β・ver　Q．　The籍we　have
　　M1（α＋β）≦ma’x｛1，1α＋βi｝・　II　Gα1＋max｛1，iβプi｝・　rl　（max｛1，ICti　l｝＋1βD
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1，ゴ〉∈5　　　　　　　　　　　　　　　　（i，1）∈s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧2　　　　　　　　　　　　　　　¢≧2
　　　　　　　　　　　　　×］匿（max｛1梱｝＋max｛1，附）・
　　　　　　　　　　　　　　　（輩s
　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧2
W¢wriむeNド＃｛ゴ｝（1，」）ES｝，碗瓢蔀1（i，1）∈3｝，Nx＃｛（i，ゴ）∈S　li≧2，ブ≧2｝，
c11＝miR｛1，Nl　一1｝，c12＝max｛0，ノVl　一2｝，　c21＝・　min｛1，ノ＞2－1｝aHd　c22＝max｛0，！＞虻2｝．
Then，　by　similar　argumenもs　as　to　that　i且the　proof　of　Lemma　9，　we　can　derive
　　　　　　　　　　　　　　　　H（回＋max｛1，剛）≦Gαi＋B）c’1（1α1＋1）c12，
　　　　　　　　　　　　　　　（1｝2妄5
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IEgl　（max｛1，lc＞d｝＋161）　s　（A　＋　rsDc22（1　＋　pDc22，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i，1）GS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞≧2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1gX　（max｛i，lc￥il｝＋max｛1，15jI｝）sc’，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（歪回雪3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧2
where　C’　is　the　product　of　the　N　largest　numbers　among　the　following　（d　一　1）（e　一　1）
numbeys：
　　　　　　　　　　　　　　　　　A　十　B，A　十　1，．．．，A　十　i，1十　B，．．．，1　十　B，　2，．．．，2　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pt　tiv’mu’　V
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－2　d－2　（d－2）（e－2）
The　sta£ement　follows　£he　equality　en　十ei2　十　c2i　十　e22　十　N　＝　f　一1，　aRd　the　four　iRequali£ies
ell　S　1，　ci2　S　e一　2，　c2i　S　1　and　e22　S　d一　2．　ee
??
?
???﹇
?
3
?
】?????ーー
i6ー
7ーー
8ー
?
19?
po］
［ll］
1121
［13］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Re艶r磯ces
Alefe｝（i，　G．　and　Herzberger，」．：Introduction　to　Interval　Oo鵬p磁a彦ions，　Academic　Press，1983．
Bemouamer，　M．，　Michelucci，　D．　and　Peroche，　B．：　Error－free　bollndary　evaluation　using　lazy
rational　arithmetic：　a　detailed　implementatien，　Proc．　2nd　Symposium　on　Solid　Modeling　and
Appgieation＄，　1993，　115－i26．
Cerlienco，　L．，　Mignotte，　M．　aBd　Piras，　F．：　ComputiAg　the　measgre　of　a　polyRomial，
」．　Sgmb．　Comput．，　4，　i987，　21－33．
Cohen，　H．：　A　Coztrse　in　Computationag　Aggebraic　N2Lmber　Theory，　Springer－Ver｝ag，　1993．
Co｝liRs，　G．　E．　aRd　Krandick，　W．：　Axx　efflcient　algerithm　for　infallible　polynomial　cemplex
root　isolation，　Proc．　ISSA　C’92，　1992，　189－194．
Co｝lin＄，　G．　E．　and　］Krandick，　W．：　A　hybrid　method　for　high　precisioR　calculatioR　of　polyllomia｝
reaユrooもs，　Proc．∫33ン隻0ク93，1993，47－52．
Cel｝ins，　G．　E．　akd　Loes，　R．：　Rea｝　zeros　of　polynemials，　Computer　Aggebra　Symbogic　and
2dllgebTaic　Computation　（Buchberger，　B．，　Collins，　G．　E．　and　Leos，　R．，　eds．），　SpriRger－Verlag，
1983，　83－94．
Coste，　M．　and　Roy，　M．一F．：　Thom’s　lemma，　the　coding　of　real　algebraic　Rumbers　and　the
computation　of　the　topology　of　semi－a｝gebraic　sets，　」．　Symb．　Compzst．，　5，　1988，　121－129．
Hiyoshi，　H．：　ApplicatioRs　of　approximate　computatioR　to　computatienal　a｝gebra　and　comptt－
tational　geometry，　Master　thesis，　URiv．　Tokyo　（in　Japanese），　1997．
Johnson，　」．　R．：　Real　algebraic　number　ceraputaeion　usiRg　interval　arithmeeic，　PToc．　fS－
SAC；92，　1992，　195－205．
Kronecker，　L．：　Zwei　S5tze　tiber　G｝eichungeR　mit　ganzzah｝igen　CeefficieRteR，　」．　ftir　und　angezv．
Math．，　53，　1857，　173－175．
Landau，　E．：　Sur　quelques　th60rbmes　de　M．　Petrovic　relatifs　aux　z6res　des　foRctiens　analy－
tiq疑es，　Bull．30c．　Mαオん．。飾αγLce，33，19◎5，251－261．
Loos，　R．：　Computing　in　aigebraic　extensions，　Compnter　Algebra　SymboZic　and　Algebraic　Com－
putation　（Buchberger，　B．，　Col｝iRs，　G．　E．　and　Loos，　R．，　eds．），　Springer－Verlag，　1983，　173－187．
Proceedings　of　the　Risa　CoBsortium　199799
岡
［15］
［16］
［17］
［18］
［19］
［20］
［21］
［22］
［23］
Mahler，　K．：　An　applicatien　of　Jensen’s　formulae　to　pelyRomials，　Mathematica，　7，　1960，　98－
leo．
Mignotte，　M．：　An　iRequality　about　factors　ef　polyRomia｝s，　Math．　Comp．，　28，　1974，　l　l　53－1157．
Mignotte，　M。　and　GlesserラP．：Landau，s　iRequality　via　Hadamard，s，」．　Symb．0伽p砿，18，
1994，　379－383．
Noro，　M．　aRd　Takeshima，　T．：　Risa／Asir－A　computer　a｝gebra　system，　Proc．　ISSA　C’92，　1992，
387－396．
Preparata，　F．　P．　and　Shamos，　M．　1．：　CompzLtational　Geometrst，　Springer－Verlag，　1985．
Sekigawa，　H．：　An　interval　arithmetic　with　algebraic　complexky　to　determine　the　signs　of
algebraic　expressions，　A　bstracts　of　MEGA　’96，　1996，　43．
Sekigawa，　H．：　Using　interva｝　arithmetic　and　po！ynomial　norms　to　determine　signs　of　algebraic
numbers，　Proc．　A　SCM’96，　1996，　43－53．
Shirayanagi，　K．：　An　algorithm　to　compute　fioating　point　Gr6bner　bases，　Mathematicag　Com－
putation　with　Maple　V：　ldeas　and　Applications　（Lee，　T．　ed．），　Birkhauser，　1993，　95－106．
Shirayanagi，　K．：　FloatiRg　point　Gr6bner　bases，　Mathematics　and　Computers　in　Simutation，
42，　1996，　5e9－528．
ShirayaRagi，　K．　and　Sweedler，　M．：　A　theory　of　s£abilizing　algebraic　algorithms，　Technicat
Report　95－28，　Mathematical　Sciences　lnstitute，　Cornell　UniveTsity，　1995．
